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Θέµα 1 
 
Β)  α) Σωστό   β) Λάθος  γ) Σωστό   δ) Λάθος  ε) Λάθος   
 
 
Θέµα 2 
 

α) 
2

2
21
21

1

z i iw i z i i i z ziz zz iw i z i i i z i
iz

+
−

− + − −+= = = =
++ + + ++
+

 

β) Λόγω (α) ερωτήµατος έχουµε:  w i w i− = + . Αν w x yi= +  τότε 
( ) ( )1 1x yi i x yi i x y i x y i+ − = + + ⇔ + − = + + ⇔  

( ) ( )2 22 2 2 2 2 21 1 2 1 2 1 0x y x y x y y x y y y⇔ + − = + + ⇔ + − + = + + + ⇔ =

Άρα το σηµείο Μ ανήκει στον x΄x. 
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( )( ) ( ) ( )1 1z i iz iz z i+ − = − + ⋅ − ⇔  

( )z i izz z z izz i z+ − + = − + − + ⇔  

2 2z i izz z z izz i z z z+ − + = − − + − ⇔ = − ⇔ z z z I= − ⇔ ∈ . 

δ) Έχουµε ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )2

1
0

1 1
β β+ +

= ⇔ = <
+ −

f a i i f af i fi f a f a  διότι ( ) 1>f a  
Άρα ( ) ( ) 0f a f β⋅ < . Η f είναι συνεχής στο [ ],a β . 
Σύµφωνα µε το θ. Bolzano η εξίσωση ( ) 0f x = έχει µια τουλάχιστον 
λύση στο ( ),a β . 
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Θέµα 3 
 
α) ( )' = −

xf x e a  οπότε ( )' 0 1= −f a  
: (0) '(0)( 0)
(1 )

ε − = − ⇔

= −

y f f x
y a x  
 
β) Είναι ( ) 0 lnxf΄ x e a x a≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  

x -∞                    lna                  +∞  
( )f΄ x  - + 

( )f x  
  

  
Η f  στο 0 ln=x a  παρουσιάζει ελάχιστο το 
( ) ln ln 1 ln 1= − − = − −ag a e a a a a a  

Επειδή ( )' 1 ln 1 ln 0= − − = − <g a a a  για κάθε (1, )∈ +∞a  και g  συνεχής 
στο [1, )+∞  η g  είναι ↓  στο [1, )+∞  οπότε για κάθε 1>a  ισχύει 
( ) (1) 0< =g a g  

γ) i) ( ) ( ) ( )
0

1
a

E a f x a x dx= − −∫ . Επειδή η f είναι κυρτή  διότι 

( )'' 0= >xf x e  και η  ( )1 xψ α= −  εφαπτοµένη της fc  στο ( )( )0, 0f , 
ισχύει : 
( ) ( )1f x a x≥ −  για κάθε x∈R  

Άρα ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
a a

x xE a e ax x a x dx e x dx= − − − + = − −∫ ∫  
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02
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x x
e x
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1
2

a a
e a− − −   τ.µ. 

ii) ( ) 2
2 2
1 1 1
2

aeE a a
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 = − − −   .  Είναι 
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( )2 2lim lim
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2 2 2
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e ΄e e
a ΄α αα→+∞ →+∞ →+∞

= = = = +∞ . Εποµένως  ( )lim
a

E a
→+∞

= +∞  
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Θέµα 4 
 
α) Θέτουµε x t u⋅ =  τότε ( )xt ΄dt du xdt du= ⇔ =  οπότε  
για κάθε 0x ≠  είναι 1dt du

x
=  

• Για 0t =  είναι 0u =   και  για 1=t  είναι =u x . 
Άρα ( ) ( ) ( )2

0 0

1 1x xug x f u dx u f u dux x x= ⋅ ⋅ =∫ ∫  
Επειδή το ολοκλήρωµα είναι ανεξάρτητο της µεταβλητής ολοκλήρωσης, 
έχουµε. 
( ) ( )2

0

1 , 0
x

g x t f t dt xx= ≠∫  
β) Η g είναι συνεχής στο 0 0,x =  όταν ( ) ( )

0
lim 0
x

g x g
→

= . 

Είναι ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

0 0 0g t f dt f t dt= = =∫ ∫ ( ) ( )
12

0

10 0
2 2
tf f  =    

Επειδή 2

0
lim 0
x
x

→
=  και ( ) ( )

0

0
0 0

lim 0
x

x
t f t dt t f t dt

→
= =∫ ∫  

(Η ( )
0

x

t f t dt∫  είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής) 
σύµφωνα µε το θ. De L΄ Hospital έχουµε 

 ( )
( )

( )0
20 0

lim lim

x

x x

t f t dt ΄
g x x ΄→ →

   = =
∫ ( ) ( ) ( )

00

0lim lim
2 2 2x x x

x f x f x f
x→ →
= =  

διότι η f είναι συνεχής στο 0 0x =  Άρα  ( ) ( )
0

lim 0
x

g x g
→

=   
που σηµαίνει ότι η g  είναι συνεχής στο 0 0x =  
γ) Για κάθε 0x >  η ανισότητα γράφεται:  

( ) ( )2
0 0

1
⋅ < ⋅ ⇔∫ ∫x x

x t f t dt f t dtx ( ) ( )
0 0

1 x x

t f t dt f t dtx < ⇔∫ ∫  

( ) ( )
0 0

x x

t f t dt x f t dt< ⇔∫ ∫ ( ) ( )
0 0

0
x x

t f t dt x f t dt− <∫ ∫  
Έστω η συνάρτηση:  
( ) ( ) ( )

0 0

, 0
x x

h x t f t dt x f t dt x= − ≥∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( )
0

x

h΄ x x f x f t dt x f x= ⋅ − − ⋅ =∫ ( )
0

0
x

f t dt− <∫  για κάθε χ>0. 
διότι από ( ) 0f t >  προκύπτει ότι:  

( )
0

0
x

f t dt >∫  για κάθε χ>0. 
Η h είναι συνεχής στο [ )0,+∞  (πράξεις συνεχών συναρτήσεων)  
Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο [ )0, .+∞  Εποµένως για κάθε χ>0 
ισχύει ( ) ( )0h x h<  Αλλά ( )0h ( )

0

0

0t f t dt= =∫  συνεπώς  
 ( ) 0g x <  για κάθε χ>0.  
 

δ) Η g είναι παραγωγίσιµη στο [ ]1,2  και ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2

0 0 1

1 12
4 4

g t f t dt t f t dt t f t dt = ⋅ = ⋅ + ⋅ =  ∫ ∫ ∫  ( ) ( )
1

0

1t f t dt g⋅ =∫ . 
Σύµφωνα µε το Θ. Rolle υπάρχει ( )1,2ξ ∈  τέτοιος ώστε ( )' 0g ξ = . 
Με παραγώγιση των µελών της ( ) ( )2

0

x

x g x t f t dt= ⋅∫  έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
22 ' 2 '

xx g x x g x x f x g x x g x f x≠

⋅ + = ⋅ ⇔ + ⋅ =  οπότε για x ξ=  
προκύπτει: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ' 2g g f g fξ ξ ξ ξ ξ ξ+ ⋅ = ⇔ =  
 
 
 


